Metodi dellanalisi - Estremi vincolati
Vincolo espresso da equazione g(x,y) =0

Jxy)

Rappresentazione mediante curve di livello del problemk de
figura 1. La linea rossa evidenzia il vincolffx,y) = c. Le linee
blu rappresentano curve di livello d{x,y). La soluzione al
problema é data dai punti di tangenza tra la linea rossa ede li
blu. N
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La determinazione degli estremi della funzione

z =f(x,y) puo essere fatta in modo elementsee
I'equazione del vincolo & esplicitabile rispetto
ad una delle due variabili.

In tal caso si ricava la variabile dal vincolo, si
sostituisce nella funzione obiettivo che diventa una
funzione di una sola variabilke quindi il problema
viene ricondotto alla ricerca di estremi di una
funzione in una variabile.

Se cid non & possibile, si ricorre al metodo dei

moltiplicatori di Lagrange.

Supponi di voler massimizzaré(xy) = x + y sotto |l
vincolo X2 + y2 = 1. Il vincolo & il cerchio unitario, e le curve di

livello dellaf sono rette diagonali (con pendenza -1), cosi si piid

vedere graficamente che il massimo viene raggiunto?a v/2)
e il minimo viene raggiunto ifrv2/2.-v2/2)
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Si consideri il problema di ottimizzazione:
massimizzaref(z, y)

sotto il vincolo g(x,y) = ¢

Introduciamo una nuova variabile 1)( chiamata
moltiplicatore di Lagrange, e studiamo la funzione di

Lagrange definita da:
Alz.y.A) = flz,y) + A

| punti critici della funzione lagrangiana sono anche punti
critici per la funzione inizialef(x,y) che si intende
studiare. In altre parole, se un punteyY, € di
massimo/minimo/sella per la funzione lagrangiana, esso €&
un punto di massimo/minimo/sella anche per la
funzionef(x,y).

Z=0 La soluzione del fornisce le
Z=0 coordinate dei (Po)
Z,=0 Un punto critico € un punto nel quale si

annullano le derivate prime e pud essere un
massimo, un minimo o un

Per stabilire se questi punti sono massimi e/o minimi viatdi
va a costruire un determinante del terzo ordine che si chia
“hessiano orlato”:

0 Ox Oy
gI X Z"XX Z"yx
9 Zy Zy

Se H(X, Yoo A)>0, in P, la funzione ha unmassimo
vincolato;

Se H(X, Yoo A)<O, in P, la funzione ha unminimo
vincolato;

SeH(X, Yo Ag)=0, non si pud dire nulla e occorre studiare la

funzione nei punti del vincolo "prossimi"R,.
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